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Íà îñíîâ³ äîñë³äæåííÿ äèíàì³÷íî¿ áàëàíñîâî¿ åêîëîãî-åêîíîì³÷íî¿ ìîäåë³ ËåîíòüºâàÔîðäà ïîáóäîâàíî
ìàã³ñòðàëüí³ òðàºêòîð³¿ âàëîâèõ âèïóñê³â ãàëóçåé òà îáñÿã³â çíèùåíèõ çàáðóäíåíü. Ïåðåõ³ä äî â³äïîâ³äíî¿
äâî¿ñòî¿ ìîäåë³ òà ¿¿ àíàë³ç äàâ ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè ìàã³ñòðàë³ ð³âíîâàæíèõ ö³í çàçíà÷åíèõ ãðóï ãàëóçåé.
In the article on the ground of the research of the dynamic LeontieffFord model are constructed the turnpikes of
the GDP and the volumes of the ecological output. The analyze of the dual model gave the possibility to construct the
turnpikes of the equilibrium prices.
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèíàì³÷íà ìîäåëü ËåîíòüºâàÔîðäà, äâî¿ñòà äèíàì³÷íà ìîäåëü, ìàã³ñòðàëüí³
òðàºêòîð³¿.
Âñòóï. Íà ñó÷àñíîìó åòàï³ åêîíîì³÷íîãî ðîçâèòêó àíòðîïîãåííèé âïëèâ íà äîâê³ëëÿ ïðèçâîäèòü äî
çàãîñòðåííÿ ñóïåðå÷íîñòåé ì³æ ³íòåðåñàìè åêîíîì³÷íî¿ é åêîëîã³÷íî¿ ñèñòåì. Íåâèð³øåí³ñòü ïðîáëåì
åêîëîã³÷íîãî áëîêó íåâ³äâîðîòíî ïðèçâåäå äî íåãàòèâíèõ òðàíñôîðìàö³é åêîíîì³÷íî¿, ñîö³àëüíî¿ òà
ïîë³òè÷íî¿ ñèñòåì ñó÷àñíîãî ñóñï³ëüñòâà. Â òàêèõ óìîâàõ îñîáëèâî¿ àêòóàëüíîñò³ íàáóâàþòü ïèòàííÿ
ïåðåõîäó äî åêîëîã³÷íî çáàëàíñîâàíî¿ åêîíîì³êè, ¿¿ íàóêîâèé àíàë³ç, ùî ìàº ñòàòè îñíîâîþ äëÿ ðîçðîáêè
ïðàêòè÷íèõ çàñîá³â ñòàá³ë³çàö³¿ ³ çàáåçïå÷åííÿ ñòàëîãî ðîçâèòêó øëÿõîì ðåàë³çàö³¿ â³äïîâ³äíî¿ äåðæàâíî¿
ïîë³òèêè, óäîñêîíàëåííÿ åêîíîì³÷íèõ ìåòîä³â ¿¿ ðåàë³çàö³¿.
Ç ìåòîþ âèð³øåííÿ âêàçàíèõ ïðîáëåì íà ìàêðîð³âí³ ñë³ä äîòðèìóâàòèñü ïåâíî¿ çáàëàíñîâàíîñò³ ó
âçàºìîçâÿçêàõ âèðîáíèöòâà, ðîçïîä³ëó, ñïîæèâàííÿ òà íàêîïè÷åííÿ âàëîâîãî ïðîäóêòó â ðîçð³ç³ âèä³â
åêîíîì³÷íî¿ ä³ÿëüíîñò³ òà â ºäíîñò³ àñïåêò³â åêîëîã³÷íîãî ñêëàäíèêà. Âêàçàíèì âèìîãàì íà ð³âí³
åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â³äïîâ³äàþòü áàëàíñîâ³ ìîäåë³. Òàê, ðåçóëüòàòîì îäí³º¿ ç ïåðøèõ
ñïðîá äîñë³äæåííÿ åêîëîãî-åêîíîì³÷íî¿ âçàºìîä³¿ ñòàëà áàëàíñîâà ìîäåëü ËåîíòüºâàÔîðäà, ÿêà
óçàãàëüíþº êëàñè÷íó áàëàíñîâó ñõåìó òà â³äîáðàæàº, îêð³ì ñóòî åêîíîì³÷íîãî ñêëàäíèêà, òàêîæ
êîìïîíåíòè ïðèðîäíîãî êîìïëåêñó [1]. Îñíîâí³ ð³âíÿííÿ ìîäåë³ ìàþòü òàêèé âèãëÿä:
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çàáðóäíþâà÷³â k  íà îäèíèöþ âèïóñêó ïðîäóêö³¿  j ; ( )nkgaA 12222 =   ìàòðèöÿ âèïóñêó çàáðóäíþâà÷³â  íà
îäèíèöþ çíèùåííÿ çàáðóäíþâà÷³â .
Âèêîðèñòàííÿ ìîäåë³ äëÿ âàð³àíòíèõ ðîçðàõóíê³â äàº çìîãó îòðèìàòè ö³ííó ³íôîðìàö³þ íà ìàêðîð³âí³
ñòîñîâíî ãàëóçåâî¿ ñòðóêòóðè âèòðàò íà îõîðîíó íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, âïëèâó ¿õ íà îáñÿãè ê³íöåâîãî
òà âàëîâîãî âèïóñêó çàëåæíî â³ä âñòàíîâëåíîãî ð³âíÿ çàáðóäíåííÿ òà ³íøèõ ïîêàçíèê³â.
Ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåîáõ³äí³ñòü àäåêâàòíîãî â³äîáðàæåííÿ ïðîöåñó íåïåðåðâíîãî
ðîçâèòêó åêîëîãî-åêîíîì³÷íî¿ ñèñòåìè, çîêðåìà â³äîáðàæåííÿ ìàòåð³àëüíèõ âèòðàò íà ââåäåííÿ â ä³þ
îñíîâíèõ âèðîáíè÷èõ ôîíä³â, ìîäåëü (1) ä³ñòàëà ïîäàëüøî¿ ìîäèô³êàö³¿ ó âèãëÿä³ äèíàì³÷íî¿ ìîäåë³
ËåîíòüºâàÔîðäà [2]:
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äå ( ) ( ) ( ) ( )( )Tn txtxtxtx 112111 ,,, &K&&& =   âåêòîð-ñòîâï÷èê àáñîëþòíèõ ïðèðîñò³â  âèðîáíèöòâà ïðîäóêö³¿;
 ( ) ( ) ( ) ( )( )Tm txtxtxtx 222212 ,,, &K&&& =   âåêòîð-ñòîâï÷èê àáñîëþòíèõ ïðèðîñò³â âèðîáíèöòâà ç³ çíèùåííÿ
çàáðóäíþ-âà÷³â; 01 ³B   êâàäðàòíà ìàòðèöÿ êîåô³ö³ºíò³â êàï³òàëîì³ñòêîñò³ ïðèðîñò³â îñíîâíîãî
âèðîáíèöòâà; 02 ³B    ìàòðèöÿ êîåô³ö³ºíò³â êàï³òàëîì³ñòêîñò³ ïðèðîñò³â äîïîì³æíîãî âèðîáíèöòâà.
Ìàòåìàòè÷íî ââåäåíà ìîäåëü ÿâëÿº ñîáîþ ôîðìàëüíå îïèñàííÿ ìíîæèíè âàð³àíò³â ðîçâèòêó åêîëîãî-
åêîíîì³÷íî¿ ñèñòåìè àáî åêîëîãî-åêîíîì³÷íèõ òðàºêòîð³é. ²ñíóâàííÿ ìíîæèíè òåõíîëîã³÷íî äîïóñòèìèõ
òðàºêòîð³é äàº çìîãó äîñë³äæóâàòè ïèòàííÿ âèáîðó ç ïåâíî¿ ìíîæèíè îïòèìàëüíèõ òðàºêòîð³é òà
ïðîãíîçóâàòè ðåçóëüòàòè êåðóþ÷èõ âïëèâ³â.
Òàêèì ÷èíîì, âèõîäÿ÷è ³ç çàãàëüíî¿ òåîð³¿ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì, ïîñòàâèìî çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ
òðàºêòîð³é ðîçâèòêó ìîäåë³ (2), çîêðåìà ¿õ ï³äêëàñó  ìàã³ñòðàëåé. Îêð³ì öüîãî, ðîçâÿçàííÿ ïîòðåáóº
ïðîáëåìà âàðò³ñíî¿ îö³íêè åêîëîãî-åêîíîì³íèõ ïîêàçíèê³â. Îñòàííº îáóìîâëþº íåîáõ³äí³ñòü ïåðåõîäó
äî â³äïîâ³äíî¿ äâî¿ñòî¿ ìîäåë³ òà âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðíèõ ¿é ìàã³ñòðàëüíèõ òðàºêòîð³é. Ê³ëüê³ñíå
âèçíà÷åííÿ âàðò³ñíèõ ð³âíîâàæíèõ ïîêàçíèê³â òà ¿õ äèíàì³êè äîçâîëèòü óíèêíóòè ïðîðàõóíê³â â ïîáóäîâ³
ñèñòåìè ö³í, íàáëèçèòü äî ïîáóäîâè íàóêîâî îá´ðóíòîâàíî¿ âàðò³ñíî¿ òåîð³¿ ÿê äëÿ êëàñè÷íîãî, òàê ³ äëÿ
åêîëîã³÷íîãî âèðîáíèöòâ.
Ìåòîäîëîã³ÿ. Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ îòðèìàíî íà îñíîâ³ ìåòîä³â åêîíîì³÷íî¿ òåîð³¿, åêîíîì³êî-
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, òåîð³¿ äâî¿ñòîñò³, äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ñèñòåìíîãî àíàë³çó.
Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ. Ç ìàòåìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó ñèñòåìà (2) º ñèñòåìîþ ë³í³éíèõ íåîäíîð³äíèõ
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. ¯¿ ðîçâÿçîê ñêëàäàºòüñÿ ç çàãàëüíîãî ðîçâÿçêó
â³äïîâ³äíî¿ ë³í³éíî¿ îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè òà áóäü-ÿêîãî ÷àñòèííîãî ðîçâÿçêó íåîäíîð³äíî¿ ñèñòåìè [3].
Áóäåìî øóêàòè íåâ³äºìí³ ðîçâÿçêè ñèñòåìè (2) ïðè 01 ºy , 02 ºy  ó âèãëÿä³
( ) ( )011 xetx tm= , ( ) 001 ³x ,
( ) ( )022 xetx tm= , ( ) 002 ³x ,  (3)
äå m   ÷èñëîâèé ïàðàìåòð.
Âèðàçèìî ç äðóãîãî ð³âíÿííÿ ìîäåë³ (2) çì³ííó ( )tx2  òà ï³äñòàâèìî ó ïåðøå ð³âíÿííÿ
( ) ( ) ( )txBtxAI 1111 &=- ,
äå ( ) 21122212111 AAIAAA --+= , ( ) 21122221 AAIBBB --+= , 1I  òà 2I   îäèíè÷í³ ä³àãîíàëüí³ ìàòðèö³
â³äïîâ³äíî n -ãî òà m -ãî ïîðÿäê³â.
Çàïèøåìî îñòàííþ ð³âí³ñòü ç âðàõóâàííÿì óìîâè (3) ó âèãëÿä³
( ) ( ) ( )00 1111 xBexeAI tt mm m=- , ( ) 001 ³x
àáî â ³íø³é ôîðì³
( ) ( ) ( )00 11111 BxAIx --= m , ( ) 001 ³x .
Ó ïðàö³ [2] ïîêàçàíî, ùî ìàòðèöÿ 01 ³A  ïðîäóêòèâíà, òîáòî ³ñíóº íåâ³äºìíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ( ) 0111 ³- -AI .
Ð³âí³ñòü ( )( ) ( ) 0011111 =-- - xIBAI l , ( ) 001 ³x , 1-= lm  ìîæëèâà ëèøå çà óìîâè, ùî l  òà ( )01x  º
êîðåíåì Ôðîáåí³óñà òà ïðàâèì âåêòîðîì Ôðîáåí³óñà ìàòðèö³ ( ) BAI 111 --  â³äïîâ³äíî
( ) 0111 >= -- BAIll , ( ) ( ) 00 1111 ³= -- BAIxx .
Ç óðàõóâàííÿì íàâåäåíîãî âèùå ä³éäåìî âèñíîâêó, ùî òåìïîì çðîñòàííÿ âèðîáíèöòâà º âåëè÷èíà
( ) 0
1
1
11
>= -
- - BAI
lm .
×àñòèííèé ðîçâÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (2) øóêàºìî çà óìîâè:
( ) ( ) tseyty 1011 = , ( ) 001 ³y ,
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( ) ( ) tseyty 2022 = , ( ) 002 ≥y ,  (4)
Аналогічно попередньо розглянутому випадку виразимо з другого рівняння системи (2)  та підставимо
у перше рівняння
Аналогічно попередньо розглянутому випадку виразимо з другого рівняння системи (2) ( )tx2  та
підставимо у перше рівняння
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tytyAIBtyAIAtxBtxAtx 121222221222121111 +−−−−+= −− && .
Розглянемо спочатку таке рівняння:
( ) ( ) ( ) ( )tytxBtxAtx 11111111 ++= & .
Розв’язок його ( ) ( ) tsextx 101111 =  визначається умовами
( ) ( ) ( )00 111111 yxBsAI =−− . (6)
Перейдемо тепер до розгляду такого неоднорідного рівняння:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tyAIBtyAIAtxBtxAtx 21222221222122121121 && −− −−−−+= .
Розв’язок його ( ) ( ) tsextx 202121 =  визначається умовами
                                                                                                                            ,             7
Проаналізуємо розв’язки рівнянь (6)–(7). Існування обернених матриць для ( )BsAI 111 −−  та( )BsAI 211 −−  пов’язане з продуктивністю матриць ( ) 1111 −− AIs  та ( ) 1112 −− AIs . З умови
продуктивності матриці ( ) 01111 ≥− − BAIs  випливає умова ( ) 11111 <−− BAIs λ , що в свою чергу еквівалентно
умові
( )
1
1 1
11
−
−
−
=<
BAI
s λµ .
Відповідний аналіз умови продуктивності матриці ( ) 0112 ≥− − BAIs  в (7) приводить до умови
Таким чином, об’єднуючи отримані результати, отримуємо загальний розв’язок системи (2) у такому
вигляді
Отримана функція дає можливість визначати валові обсяги випуску матеріального виробництва в
часі. Аналіз отриманого розв’язку при  дає змогу встановити, що визначальним в ньому є перший доданок.
Тому магістраллю для валового випуску x1(t) є правий вектор Фробеніуса матриці (I1A1)
1B.
Двоїста динамічна модель Леонтьєва–Форда. Відмінна особливість моделей міжгалузевого балансу
полягає в тому, що це єдиний тип моделей, в яких акумулюється інформація відносно міжгалузевих
взаємозв’язків. Саме ця особливість дозволяє простежувати вплив зміни економічних показників на
міжгалузеву структуру економіки. При цьому, окрім натуральних показників, такі моделі можуть перейти
до вартісних – цінових індексів.
У праці [4] запропоновано відповідну моделі (2) динамічну модель Леонтьєва–Форда у вартісному
вираженні (модель цін). Її запис формалізується у такому вигляді:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )trBtpAtpAtptp 1112121111 +−+= & ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )trBtpAtpAtptp 2212221222 +−+= & ,        (8)
де ( )tp1  та ( )tp2  – вектори'рядки цін, а ( )tr1  та ( )tr2  – вектори'рядки доданих вартостей.
( )
1
1 1
11
−
−
−
=<
BAI
s λµ
( ) ( ) ( )( ) ( )00 2122222122121 yAIBsAxBsAI −−+−=−−
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )00 222222121211111111 21111 yAIBsABsAIeyBsAIexCetx tstsBAIt −+−−−−−+= −−− −µ
268 ЕКОНОМІЧНИЙ ВІСНИК НТУУ «КПІ»
Як і в попередньому випадку, математично наведена модель є системою неоднорідних
диференціальних рівнянь із сталими коефіцієнтами. Тому в умовах поставленої задачі – визначення
магістральних траєкторій – реалізуємо методику дослідження, аналогічну проведеній попередньо.
Перейдемо до розгляду відповідної однорідної системи диференціальних рівнянь:( ) ( ) ( ) ( ) 112121111 BtpAtpAtptp &−+= ,( ) ( ) ( ) ( ) 212221222 BtpAtpAtptp &−+= .
Будемо шукати розв’язки отриманої системи у вигляді:( ) ( )011 petp vt= ,( ) ( )022 petp vt= .
З урахуванням останнього система лінійних однорідних диференціальних рівнянь визначається
розв’язками:
( ) ( ) ( ) ( ) 112121111 0000 BvpApApp −+= ,( ) ( ) ( ) ( ) 212221212 0000 BvpApApp −+= .
Провівши серію нескладних математичних перетворень, отримуємо рівність
( ) ( )( ) 00 1111 =−+ −AIvBIp
або в іншому вигляді
( ) ( )( ) 00 11111 =−− − IAIBp λ , ( ) 001 ≥p , 1−−= λv .
Тоді
( ) 0111 >= −− AIBλλ , ( ) ( ) 00 1111 ≥= −− AIBpp ,
( ) 0
1
1
11
<−=−= −
−
− BAI
v λµ ,
де ( ) 0111 >−− AIBλ  – корінь Фробеніуса, а ( ) 0111 >−− AIBp  – лівий вектор Фробеніуса матриці ( ) 111 −− AIB .
При цьому, як легко перевірити,
( ) ( ) BAIAIB 111111 −− −− = λλ .
На наступному кроці будемо розглядати неоднорідну систему (8) за умови ( ) ( )011 1 retr tk= , ( ) 001 ≥r ,( ) ( )022 2 retr tk= , ( ) 002 ≥r . Відповідні розв’язки ( ) ( ) vteptp 011 = , ( ) ( ) vteptp 022 =  визначаються
співвідношеннями:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000 1112121111 1 reBpveApeApepe tkvtvtvtvt +−+= ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000 2212221212 2 reBpveApeApepe tkvtvtvtvt +−+= .
Виразимо з другого рівняння добуток ( )02pevt  та використаємо в першому рівнянні:
( )( ) ( ) ( )( ) 21122221111 000 21 AAIrerevBAIpe tktkvt −−+=+− .
Розв’язок цього рівняння розіб’ємо на два розв’язки ( )011p  та ( )021p . Проведемо спочатку
дослідження рівняння ( )( ) ( )00 11111 1 reBvAIpe tkvt =+−  за умови, що 1kv = , тобто рівняння( )( ) ( )00 11111 rBkAIp =+− . Існування оберненої матриці пов’язане з продуктивністю ( ) 1111 −+− BkAI
пов’язане з продуктивністю матриці ( ) 011 ≥−− −AIBk , що еквівалентне умові
( ) 11111 <− −− AIBk λ ,
тобто маємо
( )
1
1 1
11
−
−
−
−=−>
BAI
k λµ .
Розглянемо тепер рівняння
( )( ) ( )( ) 2112222111 00 2 AAIrevBAIpe tkvt −−=+−  за умови 2kv = :
( )( ) ( )( ) 21122222111 00 AAIrBkAIp −−=+− .
269ЕКОНОМІКОМАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ БІЗНЕСОВИХ ПРОЦЕСІВ
З продуктивності матриці ( )BkAI 211 +−  випливає, що
( ) 11112 <− −− BAIk λ ,
тобто маємо
( )
1
2 1
11
−
−
−
−=−>
BAI
k λµ .
Отже, загальний розв’язок рівняння (8) визначає функція:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 2121121122211111 21111 rBkAIAAIerBkAIepCetp tktkAIBt −−−− +−−++−+= −µ .
Отримана функція визначає траєкторію зміни цін за часом. Аналіз отриманого розв’язку при ∞→t
дає можливість вказати, що визначальними є другий та третій доданки, а вектори 
1r
 або 2r  залежно від( )21 ,max kk  визначають магістральну траєкторію цін.
Висновки. У проведеному дослідженні проаналізовано пряму та двоїсту динамічні моделі Леонтьєва'
Форда. Зокрема, для кожного виду визначено магістральні траєкторії валових випусків та рівноважних
цін. Подальшим узагальненням розглянутого матеріалу може слугувати можливість застосування до
наведених вище моделей введених у праці [5] додаткових гіпотез стосовно балансових моделей “витрати'
випуск”.
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